MS Technologie et Management Exercices Supplémentaires Centrale Supélec

1 Dérivées Partielles

1.1 Mise en Confiance

1. Rappeler la formule de la dérivée de f en x pour une fonction f:R — R.
oy e J (@ h) — f(2)
f(w) = Jim, h

2. Rappeler la formule de la dérivée d’une composée de fonctions f(g) avec f: R —>Ret g: R — R.

3. Donner la dérivée des fonctions suivantes
1. z+— 22
T L
xr
T T
1
T =

T +— "

A

x|zl
7 i 20-1686499
Les dérivées sont :

1. z— 2z
-1
22
_1_
SN
_—1_
23/2

2. x+—
3. x—
4. x+—

5. x> nz” !

1 six >0
6. x+— ]
-1 six<0

7. x— (0.1686499 — 1)20-1686499-1

4. Soit une fonction f:R* — R’. Combien de dérivée partielles admet f ?

La fonction f admet b coordonnées dans I’espace d’arrivée R®. Donc f(z) = (f1(x), ..., fo(z)) et chacune de ses fonctions
f1, ..., fv admet a coordonnées pour x et donc a dérivées partielles. En conclusion f admet a x b dérivées partielles.
5. Soient f et g deux fonctions de R” dans R. Quelles sont les dérivées partielles de f + g.

o +g) _ 0f 9

6. Soient f: R™ — R et aanl sa dérivée partielle en x;. Quelle est la dérivée partielle en z; de 7 f (7~ 3.14
est un nombre) ?

onf) _ _of

axl o W&xl

7. Si f est une fonction de R™ dans R et son gradient Vf: R® — R®, que valent a et b?
Le gradient est le vecteur composé de chaque dérivées partielles et donc

dz1
Vfi:i(x1, e @m) —
of
0L
En conséquence, cette fonction admet m coordonnées en entrée (z = (21, ...,Zm,)) et m coordonnées en sortie (les m
dérivées partielles). Ainsi a = b = m.
8. Rappeler la formule du Laplacien de f pour f:R™ — R.
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9. Rappeler la définition d’un point critique.

z est un point critique si et seulement si pour tout i on a %(m) =0

10. Donner un exemple de fonction et de point critique de cette fonction qui n’est pas un extremum
local.

La fonction = +— 2% admet un point critique en z = 0 qui n’est ni un minimum ni un maximum local.

1.2 Exercices Calculatoires

1. Soit (z,y) + 2%cos(yz) est une fonction de R™ dans R". Que valent m et n. Calculer ses dérivées

partielles et son Laplacien.
La fonction prend deux nombres x et y et les transforme en un nombre 22 cos(zy). Donc m = 2 et n = 1. Enfin

8(z? cos(z i
B o) _ 1 con(ay)  ysinie)
8(w+ys(w)) = —2?sin(zy)

A(2? cos(zy)) = —(—2 + 2t + 2%y?) cos(zy) — 4ay sin(zy)

2. Soit (r,0) — (rcos(f),rsin(f)) (cette fonction est le changement de variable en coordonnées polaires)est
une fonction de R™ dans R". Que valent m et n. Calculer ses dérivées partielles et son Laplacien.
La fonction prend deux nombres 7 et @ et leur associe deux nombres r cos(f) et rsin(f). On a donc m =n = 2.

20—t
m : sm(ﬂ.) )
AL
g~ = rcos(0)

Ici n = 2 et nous n’avons pas définit le Laplacien dans ce cas.
3. Soit x — (z,z,2% yx,rz). Calculer ses dérivées partielles.

orz __
or "

4. Soit (x1,x9,x3) — x122¢%3. Calculer la norme euclidienne de son gradient.
On commence par calculer le gradient

ng T2e"3
Vi(zy, z,x3) = 887 = | ze®s
of T1T0e”?
e 122
La norme euclidienne du gradient est
IV f(x1, 22, 23)|| = /(z2672)2 + (21€%3)2 4 (z129€73)2 = \/(xf + 22 + 2223)e2rs = \/2? + 23 + xiade™

5. Soit (x1,z2) — x1 In(zy). Calculer la norme infinie de son gradient.

On commence par calculer le gradient
X In(z
Vi(e,a) = %7 | = ( &2))
Dxa T2

Pour rappel la norme infinie est le maximum de la valeur absolue par coordonnées, autrement dit

19 e = maX{UH(Iz)L |§;|}

Outils Mathématiques pour la Physique 2 30 aotit 2022



MS Technologie et Management Exercices Supplémentaires Centrale Supélec

Donc, lorsque [£1] > [In(22)[ on aura [V f[lo = |Z1] et sinon ||V flle = [In(z2)|.
6. Soit g : (z,y) — y3x — 3ysin(x) et f: x> 2x — 10. Calculer le Laplacien de f(g).

A(f o g)(z,y) = A2(y*z — 3ysin(z)) — 10)

Calculons les dérivées partielles
82(y>z—3y sin(x))—10

= 2y% — 6y cos(x)

ox
82(y31—3%51n(m))—10 _ 6y2l‘ _ 65111(33)

Y
9%2(y32—3ysin(x))—10

822(y* 212‘ (z))—10 - GySiH(JJ)
xr— smm(x))—
Y BZQ = 12ygj

On en déduit
A(fog)(x,y) = 6y(2z + sin(z))
7. Soit (x,y,2) — sinxy + cosyz + 22 + y? + 22. Trouver les points critiques et les extrema locaux de cette

fonction.
Pour trouver les points critiques, on calcule les dérivées partielles

% = ycos(zy) + 2z
% = zcos(zy) — zsin(yz) + 2y
of _

- = —ysin(yz) + 2z
On cherche les valeurs de (z,y, z) telles que

0 = ycos(zy) + 2x
0 = zcos(zy) — zsin(yz) + 2y
0 = —ysin(yz) + 22
Supposons y # 0. Comme 0 = —ysin(yz) + 22, on en déduit que sin(yz) = 2.
0 = ycos(zy) + 2z
0 = z cos(zy) — zsin(yz) + 2y = x cos(zy) — Z%Z +2y

sin(yz) = %Z

On a également 0 = y cos(zy) + 2x et donc cos(xy) = 772“’
cos(zy) = _72”
0 = x cos(zy) —z%’z +2y:m_72“ —z%z + 2y

sin(yz) = %Z

On a donc :C_T% — 22172 + 2y = 0 ce qui devient

292 — 222 — 222
Y

=0

On en déduit que si y # 0, les solutions vérifient : 2 + 22 = y2. Attention, nous avons fait I’hypothése y # 0, on a
donc trouver "Si I’hypothése y # 0 est correcte, alors tout les points (x,y, z) vérifiant 22 + 22 = y? sont des points
critiques”... On va donc vérifier que notre hypothése est correcte en essayant quelques points. Par exemple (1,0, 1)
vérifie 22 + 22 = y? et donc devrait étre un point critique.

ycos(zy) + 2z =1cos(l1 x 1) +2x 1 =cos(1)+2#0
xcos(zy) — zsin(yz) + 2y = Lcos(l x 1) —0sin(l x 1) +2 x 1 =cos(1) +2 #0
—ysin(yz) + 22 =—1sin(1 x0)+2x0=0

Donc (1,0,1) n’est pas un point critique! On en déduit que I’hypothése y = 0 est fausse... Donc on sait que si on a
des points critiques alors nécessairement y = 0. On réécrit alors les dérivées partielles pour y = 0

0 = 0cos(x0) + 2z
0 = 0cos(x0) — zsin(0z) + 20
0 = —0sin(0z) + 2z
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0=2z
0=0
0=2z

On en déduit que x = y = z = 0 est le seul point critique de la fonction! C’est donc le seul candidat pour étre
un minimum ou maximum local. 1l s’agit effectivement d’'un minimum... On a des théorémes pour résoudre ¢a : ici
I'argument sera que la fonction est coercive (limjj(z y,2)|—oo f(Z,¥,) = 00 ¢a signifie que le graphe de la fonction est
sorte de bol) et elle a un unique point critique, ¢’est donc un minimum.

8. Soit f: (z,y) —ax+byet o:x— (c’est la fonction "sigmoid"). Calculer la norme euclidienne
du gradient de o(f).

La fonction o(f) est :

_1
1+e—=

o(f(a,y) = ———

T 1t e (antby)

Les dérivées partielles sont

oz (1+e—az—by)2
9o (f(zy)) _ _ be *"b¥

{Bo(f(m,y)) _ __ae"b
83} - (1+efa17by)2

Et donc la norme du gradient est

ae—ar—by 2 be—az—by ?
||VO' o f“ - \/((1 ¥ e_ag:_by)Q) ((1 4 6—am—by)2>

1
- (== Va2e—2ax—2by | }2p—a2z—b2y

e—ax—by

:—2\/a2+b2

(1 + 67aszy)

1.3 Exercices Types (exam)

1. Soient f: R — R et g: R? » R . Donner les dérivées partielles de la composée f(g).
La fonction f o g est une fonction de R? and R et admet donc deux dérivées partielles. Pour rappel de la définition de

la dérivée partielle :
9foyg _ o Sl +hy)) — flg(@,y))

On utilise alors la méme astuce que pour la dérivée d’une composée :

i JW@+hy) = flg(ay) . Flalz+hy)) — flo(2,9) gx + hyy) — g(z,y)
h=50 h =0  g(xz+ h,y) —g(x,y) h

= o) 2 ay)

Et donc of 9
axg(%y) = f’(g(%y))afi(x,y)

2. Soient f:R — R et g : R> » R deux fonctions de classe C?. Montrer que

A(f o g)(@) = f"(g(@) V(@) + f'(9(x)) Ag(x)

Pour résoudre cette question, nous allons procéder étape par étape. Commengons par la dérivée d’une fonction composée
A une variable :

flotar+1) = F(o(a)) _ o Flol+h) = Flgla)) gl +h) = () _ o

h glx 4+ h) —g(x) h

(fog) =lim
On applique ce résultat aux dérivées partielles d’ordre 1

9f(g(z,y))

T

~ oGy a LI ) By

Pour passer a 'ordre 2, dérivons f'(g(z,y))
9y

O _ (g, ) L (a,y) et

_ 1 dg
T O y =f (g(w,y))afy(x,y)
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On applique la formule de la dérivée d’un produit de fonction (uv) = w'v + v'u. On obtient

*fg(z,y))

2

82

2
= f"(g(z,v)) (gz(% y)) + f'(g(x, y))zﬁfq

De méme pour y. En combinant le résultat pour = et le résultat pour y on trouve bien la formule souhaitée.
n2 n2
3. Montrer que gTJ; = %.

Commengons par écrire la dérivée partielle en zy :

P13y Lt h) = fe))

aixy - 8731 h—0 h
(hmh_m f(z+h’y+i27f(z’y+i)) - (limh—>0 7f(z+h’y;);f(zyy))
= lim
1—0
(limh—m f($+h,y+i)*f(I,y+}:)*f(w+h’y)+f(w>y) )
= lim -
1—0 (3

Ecrivons maintenant la dérivée partielle en yx :

P12 (py Mo e
i—0

dyr ~ dyx h

(hmh—>0 f(m+h,y+i’)l*f(x+h’y)) _ (hmh—m f(x,eri’);f(x,y))
= lim :
h—0 (3
(hrnha() f(z+h,y+i)—f(ac,y+]f)—f(w+h,y)+f(:v,y))
= lim -
1—0 (3
On a bien égalité entre giw{/ et g%.

2 Intégration

2.1 Mise en Confiance

1. Que vaut [ f(z)dz?

/aa f(z)de =0

[\

. Réécrire ff f(z) + g(x)dx en deux intégrales.

/ " fa) + gla)da = /  flayde + / " (@)

95

b N
. Que vaut fa cdx ou ¢ est un nombre.

/abcdac(ba)c

4. Soit f une fonction de primitive F, que vaut ff f(z)dz en fonction de F

b
Fb) — Fla) = / f(z)dz

5. Réécrire f; cf(z)dz.

/abcf(x)dm = c/ab f(x)dx

=}

. Que vaut f: fl@)dz + [ f(z)dz?
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/abf(x)d:u—i—/bcf(x)dx - /acf(x)dac

7. Exprimer ff f(z)dz en fonction de [, f(z)dx.

/abf(:c)da: S /baf(x)dx

8. Donner les primitives (une primitive suffit) des fonctions suivantes
1. 2+ 22
T L
€T
T T
1
T +— ﬁ
T ="

S T o

x|zl

7 i 0.1686499
Les primitives sont :
13

. x> In(x)

3/2
. T 2”5

2
3
4. x'—>2f
)
6

n.+1

. X n+1

ac Irl

-z G (la partie =1 “l correspond au signe de x, c’est-a-dire 1 quand = > 0 et —1 quand x < 0)

1 1686499

7. T {66499

9. Soit f une fonction et F' sa primitive écrire en fonction de F : f [Y f(z)dzdy.

[ padedy = [ P - Flo)dy
[/ /

2.2 Exercices Calculatoires

1. Soit f : (z,y) — 2%y — e*TY. Calculer il y avait une erreur dans I’énoncé!
fo x,y)dx

Jo )y

fo f_ (x,y)dzdy

f fo x,y)dydz

5. fo f f(z,y)dydz

6. f2 f2 x,y)dxds
Les résultats sont :

1. fol Jj2y — e Yy = _(_1 + e)ey + y/3

2. fol 22y — " TVdy = —(—1+ e)e® + 22/2

3. folf_lley—ew'i‘ydmdy:ZL/S_1/e+6_62

4. fi1 fol 22y — e dydr = 4/3 —1/e+ e — €2

N 2y — ertudyde = — S 0te)

6. [5 [y 2y — " Vdads = e 4 €2 (1 4 ) + 1/12(48 — 327 + 7y

0w N

ot
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2. Calculer [) [ < dsdt. Soit F tel que F(T) = [ [ < dsdt+ F(0), que vaut F(T)

T 43 4
t T
—dsdt = —dt = —
/ / 5 /0 3m 12m

et

3. Calculer foT fot 0dsdt. Soit F tel que F(T) = fOT fot SEdsdt + F(0), que vaut F(T)

/OT /Ot Odsdt =0
et F(T) = F(0).

4. Calculer fOT f(f gdsdt. Soit F tel que F(T) = fOT fg f—idsdt + F(0), que vaut F(T)

T t T t2
/ / gdsdt = / gtdt = —g
o Jo 0 2
et F(T) = £ g+ F(0).

5. Soit le chemin ~ : [0;1] — (1,1/%). Calculer sa longueur.
La formule de la longueur d’un chemin - est
1
1= [ Il

M 21
ot — ot
Ov2 _ oVt _ 1

- ot T 2y

Calculons les dérivées partielles de 7 :

ot

La norme de la différentielle est donc

I (o) = 02*(2\1/5) -

|
l:/ —dt =1
0 2Vt

et donc

2.3 Exercices Types (exam)

. 2,02 . 2 . . P .
1. Exprimer ng e~ (="+¥) drdy en fonction de fR e~ % dx. il y avait une erreur dans I’énoncé.

/ e—(m2+y2)dxdy://e_(xh,-yz)dxdy
R2 R JR
//eif”zefyzda:dy
R JR
/eﬂf/e*x?dzdy
R R
/ 7I2d:c/6792dy
/ - dx/ ?* e
R
(L)
R

2. Calculer [ fﬂh e rdrdf.
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2

/ / ¢ rdrdf = / le] o
—m JRy —7 2 0
. / (0—1)do
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