MS Technologie et Management Exercice Chain Rule Centrale Supélec

exercice 1 Soient g : R? — R? et f: R3 — R3 deux fonctions. Supposons que

1 3z, + —2x9 + 23 1 er1tT2
g: [z ] — —x1 + 43 filae ] — | e*2res
23 —3x1 + 29 — T3 Z3 g3t

Calculer les gradients de go f et fog.

Démonstration. Commencons par calculer les gradients de f et g qui sont toutes deux des fonctions de R? dans R3.

T 3 —2 1
Vg:|laz2| = 1-1 0 4
T3 -3 1 -1
1 ex1+acz ex1+x2 0
Vi:lza| — 0 g2ty g2ty
T3 eT3tT1 0 eT3tT1
On applique alors la formule de la chain rule : V(g o f) = (V(g)(f) x Vf.
1 3eZ1t2 + eT3tT1 3eT1tT2 _ QpT2t+T3 T3 F+T1 _ QoT2tT3
V(gof): |z | — [ 4e®st®r —errte2 —etrte2 4erstn
3 —3e%1TT2 _ oT3tT1 __3eT1ta2 + eT2tT3 eT2tT3 _ pT3tT1

Le deuxiéme gradient (ou jacobienne) ne tient pas sur une ligne... donc on va Iécrire par colonne

1 3e3r1t—2z2tzst—a1+4zs _ 3zi+—2wetast—witdrs
Colonne1V(f ¢} g) x| — _€7$1+4x3+7311+962*963 _ 367x1+4x3+73x1+12713
T3 367311+x27x3+3x1+72x2+13 _ 3673rl+127m3+311+72zz+w3
x1 —9e3T1+—2zatw3+—w1+das
colonnesV(fog): | z2 | — e~ T1TATst—3witar—us
Z3 —9e—3T1+22—23w3+3T1+ 222423 + e 3T1tre—r3+3T1+—222+w3
x1 e3r1+ 22tz —x1t4ws + 4e3T1+—2x2 a3+ —x1+4x3
colonnegV(fog): |z | — Je—T1tdzs+—3ci+ar—z3 _ o—x1+4ws+—3x1+ar—w3
Z3 e~ 3T1tre—wa+3r1+ 222423 _ o—3witre—x3+3T1+—222+w3

O

exercice 2 (regression logistique) Soit F' un perceptron appris par cross-entropy (on verra ¢a en cours d’TA ou
durant les PST).

z1
S W1,1%1 + W1 2T2 LT e N _ _
I <x2> — <w2,1m1 +w2,2x2> softmax : <x2> — e, loss : s — —y1 log(x1) — y2 log(xs)

e®l4e*2

Calculer le gradient de F' = loss o softmax o f dans le cas y; = 1 et yo = 0.

Démonstration. Calculons les gradients de chaque étape de F'.

x w11 Wi,2
Vf: — ’ ’
x2 w21 W22

e”l(e"14e*2)—e"1? —e®le®2 e®le®2 —eTle”2
T o7l tev2)2 o7l 1e%2)2 e”1 fev2)2 e”1 fev2)2

Vsoftmax : (ac > — (—ezle%‘) 612(gw1+ew2))_e$22 = (7em1€m2) ( )
(e%1 +e%2)2 (e%1 +e%2)2 (e"1+e"2)?  (e"14ev2)?

. [T 1
Vloss : <x2) - (3 0
Nous allons utiliser la chain rule deux fois : d’avord pour calculer V(loss o softmax)

ePle®2 —e®le®2

(T e*l4e”2 (e"14e%2)?  (e"14e%2)? | _ e”2 —e®2
V(loss o softmax) : (:17 ) — (T O) s JES s = ot e
? (et Fem2)”  (eviter)’
La loss (corss-entropy) simplifie joliment les choses... Calculons maintenant le gradient de F
VF — z1 V(loss £ v - ew2,171+w2 272 _ew2,1%1twa 20 W
=) (loss o softmax)(f(z)) x Vf(z) = TITIT Ol 35 U 1P URaTE Ui TEITeT e g 1e I T Ea e
ou W est la matrice des poids W égale au gradient de f calculé précédemment. O
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