MS Technologie et Management  Corrigé Détaillé — Exercice Mathématiques Centrale Supélec

Corrigé : Loi de Conservation et Régularisation Implicite dans les
Réseaux Linéaires

Rappel des notations : Y € R%2*d W, ¢ R4xdo W, ¢ R%2*X4 R =W,W; —Y € R¥%2%do_et :

d2 do

LWy, W) = ||R||F_ ZZR

11k1

Partie 1 : Du calcul de dérivées partielles aux gradients matriciels

Question 1 : Expression explicite du résiduel
Solution : Par définition du produit matriciel (WoWh); = Zflzl(Wg)ir(Wl)rk, I’élément générique de la matrice

résiduelle s’écrit :
dy

Rip =Y (W2)ir(Wh)pk — Yir

r=1

Question 2 : Dérivée partielle par rapport a W5

Solution : Dérivons d’abord le terme résiduel par rapport au coefficient scalaire (Wa)qp pour 1 < a < ds et 1 < b < d;.
Seul le terme de la somme ou l'indice de ligne vaut ¢ = a et l'indice intermédiaire vaut » = b dépend de (W2)4p. En
utilisant la fonction indicatrice 1y;—,}, on obtient :

OR; 0 4
8(W2l)€ab - a(W2)ab (Zl(WQ)W(Wl) - ) = ]]-{z a}(Wl)

ou ly—qy =1si4=a,et(sinon.

En appliquant la régle de dérivation en chaine & la fonction de perte £ = % Z?il 20:1 R?k :

d2 do (9le do do
ZZRW ZZRzkl{z ay (W1)er = ZRak (W)

1=1 k=1 i=1 k=1

Or, par transposition, on a (W7)y, = (W{ ). L’expression devient :
0
=Y Ra(W ) = (RW )
k=1

Il s’agit exactement du coefficient (a,b) du produit matriciel RW{ .

Question 3 : Dérivée partielle par rapport a W;
Solution : De méme, pour des indices 1 < ¢ < dy et 1 < d < dp, le coeflicient (W7).q n’apparait dans la somme de
R que lorsque l'indice de colonne vaut k = d et 'indice intermédiaire vaut r = c¢. On obtient donc :

ORik
e = Wa)iclfi=
a(Wl)cd ( 2) {k=d}
Par dérivation en chaine :
dy do do da
ZZRM (Wa)iclik=ay = Z(WQ)icRid = Z(WQT)ciRid = (W5 R)ca
i=1 k=1 i=1

Ce résultat correspond bien au coefficient (¢, d) du produit matriciel W R.

Question 4 : Gradients matriciels et dimensions
Solution : Puisque chaque composante scalaire du gradient coincide avec le coefficient matriciel calculé :

Vw,L = RWE = (WoW; — Y)W € Rl2xh
Vw, L =WIR=WIW,W; —Y)eRhx*do

Les dimensions concordent parfaitement avec les matrices respectives : Wy € R%2X% ot W, € R4 *do,
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Partie 2 : Analyse en temps continu (Gradient Flow)

Question 5 : Régle de dérivation matricielle
Solution :

a) Considérons le coefficient (4, j) de la matrice produit C(t) = A(t)B(t), ou A(t) € R"*P et B(t) € RP*™ :

p
Z A’Lk Bkj
k=1

En appliquant la régle usuelle de dérivation d’un produit scalaire :
d z :
£C 2:1 ( ik () Brj (t) + Aip(t) By (t ) Z Ay, (t) B (t) ; Air(t)By;(t)

On reconnait directement la somme des coefficients (A(t)B(t));; + (A(t)B(t))i;. En réécrivant sous forme matri-

cielle :
d dA() dB(t)
G s = (0 o+ ao (57)

b) Par définition de la transposition, (A(t)”);; = Aj;(t). Dés lors :

(§407), = A = ut) = "y = G (407 = (“57)

Partie 3 : Démonstration de la loi de conservation

Question 6 : Dérivées temporelles de Wi W, et W W
Solution : Sous les équations du gradient flow, les vitesses d’évolution sont données par :

Wa(t) = =V, L= —RE)W1 ()T et Wi(t) = —Vw, L = —Wa(t)TR(t)
a) En utilisant la dérivation d’un produit :

d . .
p (WIWs) = Wi Wa + Wi Wo
En substituant expression de W5 et en appliquant (AB)T = BTAT .

W = (CRWT) = (WI)TRY —

Il vient alors immédiatement :

d
= (WIWs) = =W R"Ws — W RW{
b) De fagon analogue pour la premiére couche :
d . .
o (W) = wiw{ + wawy
En substituant W, = —WJ R et Wi = —RTWj :
d

= (W) = Wi RW — Wi RTW,

Question 7 : Théoréme de conservation
Solution : Soustrayons les deux expressions obtenues & la question précédente :

d d

A0 =— (Wa(t)"Wa(t) — Wi(t)Wi(t)T) = (-WARTWo — Wi RW') — (-W§ RW{ — W1 RTW,) =

La dérivée temporelle de A(t) étant identiquement nulle pour tout ¢ > 0, la matrice est constante le long de la
trajectoire d’optimisation :

Wa(t)TWa(t) = Wi () Wi (t)T = C = Wo(0)TWo(0) — W1 (0)W1(0)T

Comme (WEWo)T = WIWy et (WiWI)T = Wi W' la matrice C est une différence de matrices symétriques, elle est
donc elle-méme symétrique (CT = C € Rd1xd1),
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Partie 4 : Conséquences géométriques et régularisation implicite

Question 8 : Initialisation équilibrée
Solution : L’hypothése d’initialisation équilibrée se traduit par C' = A(0) = 0, d’ou :

Wo ()T Wy (t) = Wi(t)Wi(H)T, Vt>0

Rappelons que la norme de Frobenius d’une matrice M vérifie |[M||%2 = Tr(MTM) = Tr(MM?). En appliquant
lopérateur trace (qui est linéaire) :

[Wa(t)[[F = Wi (B)[I7 = Tr (Wa(t) " Wa(t) — Tr (Wi ()W (6)T) = Tr (Wa(t)" Wa(t) — Wi(t)Wi(6)T) = Tr(0) = 0
On en déduit que ||[Wo(t)||% = ||[W1(t)||%. Les normes étant strictement positives :
Wa(®)|r = [Wi®)llr VE>0

Interprétation pédagogique : Le gradient descent empéche une couche d’exploser en norme pendant que l’autre tendrait
vers zéro ; les échelles des couches restent automatiquement équilibrées.

Question 9 : Goulot d’étranglement unidimensionnel (d; = 1)
Solution :

a) Lorsque d; = 1, la matrice Wy se réduit a un vecteur colonne u € R%X1 ot W, & un vecteur ligne vT avec

v € R%*1 T, dimension intermédiaire dy x d; devient 1 x 1. On a alors :
WIWy, =vu=|ul|z eR et WiW] =0T (T =vTv =3 €R
La matrice A(t) devient ainsi le scalaire :
At) = [lu@®)]3 = lv@)I3 € R
b) D’aprés le théoréme de conservation démontré en Question 7, cette quantité scalaire est constante :
Ju(®I3 ~ ()3 = ¢ avec e = [lu(O)]3 - 0(O)]3 € R
En posant z(t) = ||u(t)|l2 > 0 et y(t) = ||v(¢)]]2 > 0, la trajectoire dans le premier quadrant de R? est contrainte

par ’équation :

-y’ =c

— Si ¢ # 0, la courbe géométrique suivie est une branche d’hyperbole équilatére.

— Si ¢ =0 (cas équilibré), I'équation devient x? = 32, ce qui correspond a la demi-droite bissectrice y = .
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